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Resumen

Se ha documentado que estudiantes de primaria elaboran representaciones no convencionales para comprender
actividades que involucran el pensamiento algebraico y expresar generalizaciones. Sin embargo, se desconoce el
tipo de representacion que elaboran estudiantes de niveles educativos avanzados y como cambia a medida que
se transita de actividades de aritmética generalizada a otras de pensamiento funcional. Se analizaron las repre-
sentaciones elaboradas por estudiantes de posgrado en Matemdtica Educativa. Los principales resultados son:
réplica de los tipos de representacion reportados en la literatura; identificacion de un nuevo tipo de representa-
cion, “eje coordenado”; uso de conceptos matematicos mas sofisticados; y la identificacion de algunos errores re-
portados en la literatura. Los resultados se discuten en funcién de la manipulacion de los tipos de representacién
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identificados, resaltando el significado de los conceptos empleados en la representacion.
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External representations in graduate students” algebraic thinking:
analyzing uses and meanings

Abstract

The literature of Algebraic Thinking has documented that elementary students use unconvention-
al representations to understand activities and express generalizations. However, the nature of the
representations that graduate students make and how these representations change across general
arithmetic and functional thinking remain unknown. We analyze the external representations devel-
oped by graduate students in Educational Mathematics. Between the main results, the same kind of
representations were replicated, a new type was identified, and the use of more sophisticated math-
ematical concepts was demonstrated. We also found that graduate students made similar mistakes to
those reported by elementary students. We discussed the results, considering the manipulation of the
representations, as they illustrate the mathematical concepts.

Keywords: algebraic thinking; symbol; graduate students; representation; manipulation.
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Representaciones externas en el pensamiento
algebraico de estudiantes de posgrado:
un analisis de usos y significados

a promocion del pensamiento algebraico (pa) conceptualiza el dlgebra como eje

rector de la enseflanza y el aprendizaje formal de la matematica. Considera que

ciertas relaciones algebraicas se vinculan con las relaciones aritméticas, lo que fa-
vorece el desarrollo conceptual e integral de situaciones matematicas complejas desde
edades tempranas (Blanton & Kaput, 2005).

Con el propésito de orientar el desarrollo de actividades que integren el dlgebra y la
aritmética, Kaput (2008) propuso tres ejes algebraicos (strands): aritmética generalizada
(AG), pensamiento funcional (PF) y modelado como actividad algebraica.

El eje AG promueve la identificacion de regularidades y su representacion simbolica
al trabajar con las operaciones aritméticas y sus propiedades; enfatiza la interpretacion
estructural de las expresiones aritméticas mas alla del valor cuantificable. El eje PF per-
mite expresar la variacion sistematica de instancias en distintos dominios y contrastar
expresiones de un mismo patrén para determinar su equivalencia.

Los resultados de investigaciones del drea lograron que la promocién del pa se con-
virtiera en un componente clave en diversos curriculos escolares (Cai & Knuth, 2011; Na-
tional Council of Teachers of Mathematics, 2000). Dichas investigaciones han mostrado
que estudiantes de primaria pueden: comprender propiedades fundamentales de las ope-
raciones aritméticas (Molina, 2009); dejar de ver el signo igual como operador (Blanton,
Brizuela, et al., 2015); abordar problemas con cantidades determinadas e indeterminadas
(Carraher et al., 2000); concebir literales como incégnitas y variables (Brizuela et al., 2015;
Medrano et al., 2022); generalizar y representar simbdlicamente relaciones funcionales
entre cantidades (Blanton, Stephens, et al., 2015), y utilizar representaciones no convencio-
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nales de distinta complejidad para comprender y resolver problemas que involucran ideas
algebraicas (Medrano et al., 2022; Merino et al., 2013).

Si bien estos hallazgos han permitido identificar indicios del desarrollo del pensa-
miento algebraico en las etapas iniciales de la educacién, no se cuenta con informacién
sobre como se abordan estas actividades, qué conocimientos se movilizan y cémo se resig-
nifican en otros niveles educativos. Consideramos que analizar cémo una poblacién que
cursa un posgrado en Matematica Educativa moviliza y da sentido a conceptos matemati-
cos presentes en actividades empleadas en la investigacion de pa puede aportar evidencia
que permita ampliar y fortalecer el conocimiento del area.

Con base en lo anterior, el objetivo general es analizar las representaciones externas
que elaboran estudiantes de posgrado en matematica educativa al realizar actividades de
dos ejes del pa. Teniendo como preguntas de investigacion: ;Como representan, usan y
significan conceptos matematicos estudiantes de posgrado en Matematica Educativa al
resolver actividades del Pa? ;Qué relacion existe entre sus representaciones y la signifi-
cacion de los conceptos matematicos de estudiantes de posgrado en comparacién con lo
reportado en la literatura del area?

1. Importancia de las representaciones externas
en el aprendizaje de las matematicas

Siguiendo a Piaget (1969), el sujeto produce imagenes interiores —mentales—, las cuales
se conocen por medios indirectos, de aqui que se hable de representacién interna y repre-
sentacion externa. La representacion interna es la representacion mental que realizan los
sujetos mediante procesos cognitivos, mientras que la representacion externa es cualquier
tipo de produccién material que elabora el sujeto. Vergnaud (1991, 2009) sefala que las
representaciones externas permiten analizar la organizacion de una situacion para operar
en ella, pues, a la vez que simulan la realidad, la organizan, lo que permite una accién en
el proceso de construccion del conocimiento. Finalmente, Vygotsky (1999) sostiene que,
al ser creadas con simbolos y lenguaje, las representaciones externas estructuran el cono-
cimiento, simplifican el andlisis de la tarea y median la generacién de soluciones. Por la
naturaleza e interés del presente estudio, unicamente retomamos la nocion de represen-
tacion externa.

En el aprendizaje de las matematicas, las representaciones externas son importantes,
pues facilitan la conceptualizacion y la expresion del pensamiento (Dettori & Lemut, 1995;
Zhang, 1997; Zhang & Norman, 1994). Su naturaleza visual permite reconocer relaciones
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y patrones, asi como interpretar simbolos y operaciones matematicas involucradas, faci-
litando la exploracion de diferentes caminos en el proceso de solucion. Al respecto, Cox
y Brna (1994) sostienen que, aunque las representaciones externas no constituyen un mo-
delo exacto de la actividad, permiten generar inferencias validas. Karmiloft-Smith (1990)
resalta el dinamismo de las representaciones, pues refleja procesos de cambio conceptual
a medida que los individuos construyen nuevos conocimientos.

La elaboracion de representaciones externas constituye, por lo tanto, una actividad
cognitiva que moviliza conocimientos, conceptos y operaciones matematicas relevantes
para el individuo en una situacién determinada.

2. El papel de las representaciones externas en la
promocion del pensamiento algebraico

Los estudios sobre el pensamiento algebraico en educacién basica resaltan la importan-
cia de fomentar la produccion de representaciones externas. Por ejemplo, Carraher et al.
(2006) identificaron que, al trabajar con funciones y numeros negativos, los estudiantes
se apoyan en letras y dibujos para representar los conceptos. Brizuela y Earnest (2008)
promovieron la comprension de la funcién mediante representaciones de distintas com-
plejidades, y Blanton y Kaput (2011) sostienen que la produccién de dibujos, tablas o
diagramas favorece la interaccién de los estudiantes con los distintos elementos de una
actividad.

Otros estudios han explorado la relacion entre el tipo de representacion externa uti-
lizada y el éxito en la solucion de la actividad algebraica. Merino et al. (2013) encontraron
que, ante problemas mas complejos, los estudiantes tienden a recurrir a representacio-
nes verbales; sin embargo, quienes elaboraron representaciones pictéricas obtuvieron un
mayor numero de aciertos. En la misma linea, Medrano et al. (2022) reportaron que los
estudiantes tienden a elaborar representaciones mas sofisticadas cuando los problemas no
involucran referentes numéricos concretos.

Estos resultados se alinean con el supuesto de que las representaciones externas no
s6lo son herramientas para comunicar ideas matematicas, sino que también son clave
para desarrollar el pA desde edades tempranas, pues facilitan la comprension progresiva
de conceptos y relaciones matematicas de mayor complejidad.
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3. Elementos relevantes de las representaciones
externas dentro del Pensamiento Algebraico

La literatura del area identifica la igualdad, los tipos de cantidad y las literales como con-
ceptos clave (cc) para la promocion del pa desde edades tempranas. Estos conceptos se
caracterizan por su naturaleza multivoca, ya que su significado depende de los elementos
y relaciones con los que se vinculan en un contexto determinado, asi como de los conoci-
mientos previos del individuo.

31 Signoigual

Desempena un papel central en el desarrollo del pa de todos los niveles educativos. Se
distinguen dos grandes conceptualizaciones: la operacional y la relacional (Alibali et al.,
2007; Chimoni et al., 2018; McNeil et al., 2019).

3.1.1 Operacional

La conceptualizacién operacional lo enfatiza como el indicador de una accién o regla a
seguir (Baroody & Ginsburg, 1983; Behr et al., 1980; Kieran, 1981), resaltando la manipula-
cion unidireccional, que asume las operaciones del lado izquierdo y el resultado del lado
derecho (Fuchs et al., 2012).

3.1.2 Relacional

La conceptualizacion relacional se entiende como una relaciéon de equivalencia entre
los términos, cantidades o expresiones matematicas a los lados del signo (Donovan et al.,
2022). Al interior de esta interpretacion puede identificarse el significado del indicador
de correspondencia (Molina & Ambrose, 2006).

3.1.21 Indicador de correspondencia. Significar el signo igual como indicador
de correspondencia permite establecer relaciones entre objetos de distinta naturaleza,
como imdgenes y nimeros (mmm = 3), 0 entre expresiones matemadticas y conceptos del
mundo real.

La conceptualizacion relacional del signo igual promueve la identificacion de estruc-
turas matematicas subyacentes (Knuth et al., 2006), la sintesis de expresiones, el uso de
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propiedades y la transferencia de relaciones matematicas (Molina, 2011; Molina & Am-
brose, 2006; Riadi et al., 2019). Sin embargo, el desarrollo del pa también requiere una
comprension bidireccional de dichas relaciones (Kieran, 1981; Knuth et al., 2006). En este
sentido, Hattikudur y Alibali (2010) sugieren que comparar el signo igual con los simbolos
de desigualdad (<, >, <, 2) favorece la consolidacion de la comprension bidireccional del
simbolo.

3.2 Tipo de cantidades

Siguiendo a Radford (2011), las cantidades en matematicas pueden clasificarse en deter-
minadas e indeterminadas. La distincidn radica en que las segundas permiten establecer
relaciones entre estructuras matematicas, resaltando la comprension de cantidades abs-
tractas sin un referente concreto. Para ilustrar estos conceptos, consideremos la siguiente
situacion: Lucia cort6 7 manzanas verdes y una cantidad desconocida de manzanas rojas
(7 + x). Alicia cort6 2 manzanas verdes, la misma cantidad de manzanas rojas que Lucia
y una cantidad desconocida de manzanas amarillas (2 + x + y); ambas nifias cortaron la
misma cantidad de manzanas (7 + x =2 + x + ).

3.2.1 Cantidades determinadas

Corresponden a valores especificos, concretos y explicitos dados dentro de la actividad o
representacion. En la ecuacion de la situacion anterior, 7 + x = 2 + x + y, los nimeros 7y 2
(cantidad de manzanas verdes) son cantidades determinadas, pues sus valores son dados,
lo que las hace concretas y constantes.

3.2.2 Cantidades indeterminadas
No poseen un valor numérico fijo dado en la actividad matematica, por lo que suelen
representarse y manipularse mediante simbolos (Ayala-Altamirano et al., 2022). Este tipo
de cantidades puede interpretarse como incognitasy variables.

3.2.21 Incoégnitas. Las incdgnitas representan valores desconocidos que pueden

determinarse mediante operaciones matematicas. Siguiendo el ejemplo de la ecuacién
7 +x =2+ x+ ) yes una incdgnita cuyo valor es 5 (y = 5).
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3.2.2.2 Variables. Las variables pueden asumir distintos valores, lo que implica re-
conocer que no son fijas, sino que varfan en funcién de otros elementos o relaciones pre-
sentes en la actividad. En la ecuacidn de la situacion 7 + x = 2 + x + y, x es una variable.

Aunque ambos tipos de cantidades suelen ser manipulados de manera similar por
los estudiantes (Cortes et al., 1990; Filloy & Rojano, 1989; Kieran, 1981; Radford & Puig,
2007), las representaciones externas pueden presentar distintos simbolos visuales como
letras (x, y, a), figuras geométricas (circulos, cuadrados) o elementos que reflejan su cuali-
dad desconocida, como signos de interrogacion (?) (Radford, 2011).

3.3 La comprensién del uso de literales

Las literales, al emplearse para denotar los diferentes tipos de cantidades, facilitan la ge-
neralizacion de relaciones numéricas y promueven el pensamiento abstracto (Capraro &
Joffrion, 2006; Christou & Vosniadou, 2012). Su comprension resulta crucial para la ad-
quisicién de habilidades algebraicas, ya que su funcién principal es representar relaciones
matematicas.

3.3.1 Uso de literales

La literatura del drea ha documentado diversos usos de las literales en el aprendizaje del
algebra, en funcién de su comprension en una actividad o contexto: etiquetas, incégnitas,
sustitutos de cantidades especificas y variables.

3314 Literales como etiquetas. Distinguen elementos sin asociacién numérica.
Wahyuni et al. (2022) observaron el uso de la letra “m” para representar la cantidad de
revistas leidas en una semana, aunque se obtiene la respuesta correcta (7m), no todos la
comprenden.

3.31.2 Literales como incégnitas. Indican un valor especifico que puede obtener-
se mediante la manipulacién de cantidades determinadas. Christou y Vosniadou (2012)
seflalan que es posible reconocer que una incégnita puede tener mas de un valor, el cual
varia segun la ecuacion o la situacion, por ejemplo, en x + 7 = 10 el valor de la x puede
determinarse al manipular las cantidades conocidas.
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3313 Literales como sustitutos de cantidades especificas. Siguiendo el ejemplo
previo, al resolver la ecuacién x + 7 = 10, x = 3. El valor de x se generaliza independiente-
mente del contexto matematico, lo que impide reconocer el caracter general de las literales
(Eudave, 1998; Wahyuni et al., 2023).

3.31.4 Literales como cantidades variables. Comprensiéon fundamental en el alge-
bra, ya que permite modelar situaciones dinamicas en las que los valores dependen de
otros factores.

Los diferentes usos no son mutuamente excluyentes ni lineales; coexisten y se eviden-
cian segun la actividad matematica y el nivel de conocimiento del individuo. De manera
similar, la significacion de los tres cc en el pa puede variar significativamente entre los
estudiantes, lo que sugiere que su comprensién no se desarrolla de manera espontanea ni
lineal (Filloy et al., 2010; Kieran, 1981). Incluso dentro de una misma actividad, es posible
que los estudiantes conceptualicen estos conceptos de manera diferente, lo que refleja la
complejidad inherente a su aprendizaje.

4. Justificacion

Una comprension profunda y versatil de los cc favoreceria el desarrollo del pa. Para ello,
es necesario que los estudiantes transiten entre las mencionadas significaciones, recono-
ciendo sus roles y significados (Capraro & Joftrion, 2006; Christou & Vosniadou, 2012;
Wahyuni et al., 2022, 2023). La capacidad de movilizar multiples comprensiones sin ad-
herirse ni restringirse a una tnica significacion es indispensable tanto para el desarrollo
formal del pA como para el aprendizaje del algebra en las etapas de la educacién media y
superior.

En este marco, resulta pertinente analizar las representaciones externas que elabo-
ran estudiantes de un posgrado en Matematica Educativa, asi como los significados que
atribuyen a los cc al trabajar actividades recuperadas de la literatura en pa. Identificar los
conceptos y significados permitira establecer conexiones entre la aritmética y el algebra
en poblaciones con licenciatura, ampliando la evidencia empirica del drea. Con base en
lo anterior, se plante6 el objetivo de analizar las representaciones externas que elaboran
estudiantes de posgrado en matematica educativa, atendiendo tanto a los cc movilizados
como a los significados que atribuyen a las actividades de pa.
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5. Método
5.1 Participantes

Muestra intencional conformada por ocho estudiantes (dos hombres y seis mujeres) del
posgrado en Matematica Educativa del Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados
(CINVESTAV) que participaron voluntariamente en el taller de verano 2024 del Departa-
mento de Matematica Educativa (DME). Los participantes cuentan con trayectorias for-
mativas en matematicas, educacion o disciplinas afines y, en su mayoria, con experiencias
docentes en educacion basica y media superior, lo que favorece la integracion de pers-
pectivas académicas y practicas al abordar problemas matematicos, aspecto que los hace
idoneos para explorar las concepciones sobre el PA.

5.2 Recolecciéon de datos

Los datos se obtuvieron a partir de las representaciones externas y las manipulaciones
realizadas por los participantes en siete actividades de pa recuperadas de la literatura del
area: tres del eje AG y cuatro del eje PF. Las actividades fueron presentadas y trabajadas en
las cinco sesiones del taller de verano 2024 del DME.

Las actividades pueden abordar las mismas ideas matematicas desde perspectivas
complementarias (ver Tabla 1). Por ejemplo, la nocién de cantidad indeterminada adquie-
re distintos significados segtin el contexto de la actividad, transitando de incégnita a va-
riable.
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Tabla 1. Conceptos clave e ideas matemadticas involucradas en
las actividades de Pensamiento Algebraico

&= = s S = e_ g _ Referencia

E2 S BE BE £ § g§ 5T 5%

=2 35 ¥t £E & = E3 EE EE

"8 =23 =~ 8 52 =28 S =5 22 @8c¢s

£ & 5 ©3 = % = §® §°

— =
Aritmética Generalizada
1 X X X X (Chimoni et al., 2021)
2 X X X (Schliemann etal., 2011)
3 X X X X (Schmittau, 2005)
Pensamiento Funcional
4 X X X X X X X (Schliemann et al., 2011)
5 X X X X X X X X (Brizuela & Schliemann,
2004)
6 (Chimoni etal., 2021)
X X X X X X (TERC, 2004)

Nota: Las actividades se enlistan en el orden en que fueron presentadas.

5.3 Mediciones de la variable dependiente

5.3.1 Representacion externa

Como ya se definio, una RE es cualquier tipo de notacidn, signo o simbolo que una perso-
na genera para expresar informacion o ideas. En este sentido, el analisis de las represen-
taciones se centro en identificar la manera en que los cc de interés —igualdad, literales y
tipos de cantidad— fueron plasmados en las representaciones de los participantes.

Las 56 representaciones externas obtenidas se analizaron cualitativamente para
identificar regularidades y diferencias. El analisis dio lugar a un esquema de cinco cate-
gorias ordinales de representaciones: iconografica; en lenguaje natural; aritmética; con eje
coordenado y algebraica (indice de confiabilidad de ). Las cinco categorias se distinguen
entre si segin la forma en que plasman los cc de interés. En la Figura 1 se presenta un

ejemplo de cada una de ellas.
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Iconografica Lenguaje natural

PROBLEMA4

& a
Miguel=24galletas
Mario=28galletas
Total=52galletas
Relaci6n Miguel-=24/52 Mario=28/52

Aritmética

Eje coordenado

Algebraica

Figura 1. Ejemplo del esquema de clasificacion de las representaciones externas
que realizaron los participantes al solucionar las actividades

Representacion iconogrdfica: Caracterizada por el uso de dibujos isomorfos para repre-
sentar la situacion de la actividad y/o las cantidades; los dibujos constituyen la base del

razonamiento. El signo igual se concibe como una relacién y puede o no estar presente en
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la representacion. Puede incluir cantidades determinadas e indeterminadas, representadas
de manera diferente.

Representacion en lenguaje natural: Describe, en lenguaje coloquial, la situacién
de la actividad. El signo igual se expresa mediante términos como “hay” o “equivale”. Se
emplean cantidades determinadas e indeterminadas y pueden incluir literales.

Representacion aritmética: Destaca por el uso de cantidades determinadas, nimeros y
operadores matematicos. El signo igual se interpreta como un operador aplicado a cantidades
determinadas. Si hay literales, se expresan en relacion con las cantidades determinadas.

Representacion con eje coordenado: Caracterizada por el uso del plano cartesiano
o recta numeérica para representar las relaciones de la actividad. El signo igual se concibe
como una relacion de equivalencia entre distancias y/o cantidades y puede o no estar expli-
cito en la representacion. Las literales se asocian a cantidades determinadas.

Representacion algebraica: Las relaciones de la actividad se expresan mediante lite-
rales. Estas literales pueden representar tanto incognitas como variables, permitiendo la
concepcion de cantidades determinadas e indeterminadas. El signo igual es interpretado
como una relacion de equivalencia entre expresiones o estructuras matematicas.

5.3.2 Manipulacidn de las representaciones

Diversos autores han descrito procesos vinculados con el uso activo de las representacio-
nes externas enfatizando que éstas posibilitan ciertos tipos de acciones (Guerrero-Morales
& de Losada, 2023; Goldin, 1998; Schnotz & Bannert, 2003; Suwa & Tversky, 2002; Zhang
& Norman, 1994). El andlisis de las RE resulta pertinente para analizar el pensamiento
algebraico, ya que permiten identificar cémo los estudiantes gestionan, transforman y
utilizan dichas representaciones en la solucion de actividades.

La variable “manipulacion de las representaciones” se definié como la manera en que
los participantes usaron y manipularon sus representaciones externas, considerando los
recursos procedimentales que utilizaron para operar las relaciones expresadas en ellas.
Esto implica que una misma representacion puede manipularse de distintas formas. De
esta manera, mientras la RE se refiere al medio a través del cual se expresan los conoci-
mientos y los objetos matematicos, la manipulacién se centra en el tratamiento operativo
de dichos objetos y conocimientos.

El analisis consistié en identificar regularidades y diferencias en la manipulacién de
las 56 representaciones, lo que permitié distinguir dos categorias ordinales: Manipulacion
aritmética'y Manipulacion algebraica, con un indice de confiabilidad de a = 8s.
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Manipulacion aritmética: Evidencia la operatividad de valores numéricos siguien-
do las reglas fundamentales de la aritmética. El signo igual se emplea como operador. Las
cantidades determinadas e indeterminadas, al tener valores especificos, permiten realizar
operaciones concretas y obtener resultados inmediatos (Stephens et al., 2022).

Manipulacion algebraica: Se distingue por el tratamiento de literales y cantidades
determinadas mediante operadores matematicos y procedimientos como la factorizacion,
la reduccion de términos semejantes y el despeje de incdgnitas. El signo igual se concibe
como una relacion de equivalencia basada en propiedades como simetria, reflexividad y
transitividad (Kaput, 2008).

5.4 Procedimiento

En el marco del taller de verano 2024 del DME, realizado en agosto, los participantes resol-
vieron individualmente las siete actividades de pA y compartieron en plenaria sus repre-
sentaciones y manipulaciones. Las representaciones externas generadas individualmente
constituyen el conjunto de datos reportados en este estudio.

6. Resultados

El objetivo fue analizar las representaciones externas que elaboran estudiantes de posgra-
do de Matematica Educativa al realizar actividades de pa. A continuacion, presentamos
los resultados sobre los cc movilizados por los participantes segun la actividad. Se descri-
be el tipo de representacion elaborada en funcion de la clasificacion establecida y del tipo
de manipulacién inferida.

6.1 Conocimientos matematicos que movilizan estudiantes
de posgrado al trabajar actividades de PA

6.1.1 Actividad 1. ;La suma de 2,348,958 + 13,128,102 daria
como resultado un nimero par o impar?

Con base en el analisis de las cantidades y sus digitos, se espera que los participantes iden-

tifiquen si el resultado de la suma es un nimero par o impar. Cuatro de las RE se asignaron
a la categoria lenguaje natural y cuatro a la categoria representacion aritmética.
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Representacion en lenguaje natural

Dos de estas representaciones muestran el uso de la paridad de los numeros, identificando
que “la suma de dos niimeros pares es siempre par’, lo que muestra un pensamiento rela-
cional general basado en el andlisis estructural de las cantidades.

Las otras dos representaciones descomponen las cantidades, identificando que el
ultimo digito es par y deduciendo que el resultado de su suma seria par. Se infiere un
pensamiento relacional que atiende a la paridad de los numeros (Figura 2). Las cuatro
representaciones se clasificaron como manipulacion algebraica.

/’1\

\ W' Andliza lasiguiente operacicn y después responde la pregunta.

¢La suma de 2,348,958 + 13128102 darja como resuitado un nimero par o impar?

Par &) Impar ()

Explica tu respuesta:

?atq_e_au%m_;w_&ﬂs o8 e,\/six'e QC n‘mms\, :
J\]{\{ \(‘\ &‘—ﬁm.f(‘)

. ('m SNAA O L HNR

Tbé n)‘ue A \ino,veﬁ pPorque pX u'\\&{\mo A\'m‘\b JC 1‘0\4‘!(‘\
Al @)

Npwern O (\'\(‘\\" P

Figura 2. Representacion en lenguaje natural con manipulacién algebraica
enfocada en la paridad y la descomposicién de los nimeros

Representacion aritmética

Representaciones caracterizadas por el uso de cantidades determinadas y operadores ma-
tematicos, en las que se manipulan dichas cantidades, conceptualizando el signo igual
como operador. En dos representaciones se suman las cantidades determinadas. Una de
ellas explicita que el resultado de la suma es un multiplo de dos, por lo que es par. La
representacion conjunta permite deducir que la manipulacion aritmética es la base del
razonamiento, mostrando asi una manipulacion aritmética. La segunda representacion
muestra una modificacion de las comas de las cantidades por puntos; esto impide deter-
minar el tipo de cantidad resultante, lo que genera confusiéon con la notacién simbdlica y
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con la aplicacion de reglas generales: “no estoy segura: los numeros enteros son pares y los
decimales no sé”. También se asigné como manipulacion aritmética.

Las otras dos representaciones aritméticas suman el altimo digito de ambas cantidades;
con el resultado se determina el tipo de cantidad resultante. El argumento que permite ma-
nipular las relaciones se basa en la descomposicion de las cantidades, mostrando una com-
prension estructural del nimero, por lo que se clasificaron como manipulacion algebraica.

6.1.2 Actividad 2. Miguel tiene 24 galletas. Su primo Mario tiene 28 galletas. ;Cémo
puedes representar la relacion entre el nimero de galletas que tiene cada uno?

Fomenta la identificacién y comparacion de las relaciones entre dos cantidades determina-
das. Se clasificé una representacién como iconografica, dos en lenguaje natural, dos arit-
méticas, una en eje coordenado y dos algebraicas, todas con manipulacién aritmética.

Representacion iconogrdfica

Elaborada con circulos negros y azules para relacionar las galletas. Las galletas de Miguel se
agrupan en ocho grupos de tres y las de Mario en cuatro grupos de siete: “por cada dos gru-
pos de Miguel hay uno de Mario”. Se infiere una relacion de proporcion (Figura 3). La igual-
dad establece una correspondencia entre un grupo de galletas de Mario y dos de Miguel.

Miguel tiene 24 galletas. Su primo Mario tiene 28 galletas.
¢Como puedes representar la relacidn entre el ntémero de galletas
que henen ccdo uno7 g

B
o]
(0]
E
|

UG
7

Skt

Explica tu representacidn:

[Cté: le an Ae ﬁu:mue, (o /l\.\lfn]" en ?’.mi/)fm cL g

/"@.v:n n__gropes /‘IP L, Dor code D RTINS
J (o

4eme,wms e e /’/m.o,.

| o e mrm i S

Figura 3. Representacion iconogrdfica con manipulacion aritmética
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La organizacién de la representacion permite descomponer los numeros 24 (2°(3)) y
28 (2%(7)) en sus factores primos, resaltando que es el divisor comin de ambos grupos.
Se infiere el uso de divisores, nimeros primos y el maximo comun divisor, clasificandola
como manipulacién aritmética.

Representacion en lenguaje natural

Se asignaron dos RE a esta categoria. La primera muestra relaciones aritméticas directas
mediante una resta de las cantidades determinadas (28 y 24) “Miguel tiene 4 galletas me-
nos que Mario” y “Mario tiene 4 galletas mas que Miguel”, evidenciando flexibilidad por
la bidireccionalidad. La segunda representacién modifica las relaciones en fracciones, lo
que evidencia un analisis de proporcién. Como ambas representaciones manipulan las
cantidades e incluyen la palabra “tiene”, se consideraron manipulaciones aritméticas.

Representacion aritmética

Ambas representaciones utilizaron simbolos de desigualdad para comparar las cantida-
des determinadas (< y >); por tal motivo, se consideraron manipulaciones aritméticas.

Representacidn con eje coordenado

Sobre la recta numérica se representan las cantidades determinadas siguiendo el orden de
los nimeros de izquierda a derecha (Figura 4). La comparacion se establece con base en la
posicion del nimero en la recta, lo que impide el uso de la igualdad. En tanto se explicita
“la cantidad de galletas de Mario esta mas a la derecha que la de Miguel”, se infiere una
manipulacion aritmética.
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Figura 4. Ejemplo de representacion con eje coordenado con manipulacion aritmética

Representacion algebraica

Se usan literales para representar las cantidades determinadas de galletas, junto con ope-
radores, para formular ecuaciones. En ambas representaciones se modifican las relaciones
de la actividad al igualar las cantidades. Modificar las relaciones posibilité manipular
aritméticamente la ecuacién y conceptualizar la igualdad como un operador. Se infiere el
uso de literales como etiquetas.

6.1.3 Actividad 3. Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a
la biblioteca y cada uno tomé un libro. ;Cudntos libros se encuentran
ahora en el librero? Explica como encontraste tu respuesta

A partir de la relacion entre las dos cantidades determinadas, se aborda la situaciéon que
involucra la nocién de nimeros negativos. Su comprension puede involucrar las nociones
de conjuntos y de relacién biunivoca, o la idea de una resta en la que el minuendo sea me-
nor que el sustraendo. Dos representaciones fueron clasificadas como iconograficas, dos
de lenguaje natural y cuatro aritméticas.
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Representacion iconogrdfica

Ambas representaciones muestran una asociacion entre la cantidad de nifios y la de libros
mediante una relacion biunivoca entre los elementos representados mediante dibujos. Al
identificar los elementos sin su respectivo par, se responde la pregunta de la actividad.
Aunque no se aprecia el uso explicito del signo de igualdad, se infiere una relacién entre
los elementos, por lo que se concluye que ambas representaciones muestran una manipu-
lacién aritmética (Figura s5).

Habia siete libros en un librero.
Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada uno toms un libro.

¢Cudntos libros se encuentran ahora en el librero? G

Lbre©
)

ro &
% i %‘D %Q
= e _i %

Figura 5. Ejemplo de representacién iconogrdfica con abordaje aritmético

Representacidn en lenguaje natural

Una de las dos representaciones introduce la literal “x” como incégnita, pues menciona:
“Libros en el librero = 7”. Se infiere una manipulacion aritmética al relacionar las canti-
dades determinadas “7” y “9” de forma sustractiva, indicando que quedarian cero libros.
La segunda representacion menciona “7 o menos”; inferimos que no se comprende por
completo la actividad y, dado que no hay mas elementos en la representacion, no se infiere
un tipo de manipulacién.
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Representacion aritmética

Las cuatro representaciones usan las cantidades determinadas de la actividad diferen-
ciandose por las relaciones que establecen. Una representacion relaciona las cantidades
mediante una desigualdad de magnitud con el signo “>”. Esto no modela las relaciones
implicadas en la actividad; como resultado, no responde la interrogante, por lo que no se
logra inferir una manipulacion. La segunda representa las relaciones mediante la resta
(7 — 9 = -2), junto con un texto y un dibujo de la relaciéon biunivoca entre ambas cantida-
des (Figura 6), sefialando que no quedan libros y evocando el signo igual como operador,
lo que permite inferir una manipulacién aritmética.

» L’/
~ abia siete libros 3
‘ N en un librero,
Yeve nifios entraron a g biblioteca y cada @mé libr
un libro.
¢Cudntos libros se encuentran ahora en o] librero? ~L

>/q o h"‘){ lihvos e of  Covero
g @ @ 0@@6”””” s

A

}Ex;ﬁmcémenconmmmum ¢ ‘
2L 2 e rvtsi:t;q w eninaces .2 nmai

Figura 6. Ejemplo de representacion aritmética con abordaje aritmético que usa la resta

Las dos representaciones restantes unicamente muestran una relacion biunivoca; com-
prenden el signo igual como relacion entre los elementos de los conjuntos, respondiendo
que no quedan libros. Ambas representaciones se manipularon aritméticamente.
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6.1.4 Actividad 4. Maria y Luis el dia de muertos salieron a pedir dulces. En la primera
casa, Maria recibié una bolsa de caramelos sabor uva. En la segunda casa, recibio
3 veces mds caramelos sabor uva que en la primera casa. Luego se encontré con
Luis; Luis habia recibido en total 20 caramelos sabor uva. Entonces Maria conto
sus caramelos y se dio cuenta de que tenia el mismo numero de caramelos sabor
uva que Luis. ;Cudntos caramelos sabor uva recibié Maria en la primera casa?

Se plantea una relacion entre la cantidad de caramelos recibidos por ambos nifos, reco-
nociendo que lo recibido en la segunda casa se expresa en funcién de lo recibido en la
primera. El uso del signo igual desempefia un papel fundamental porque permite expresar
la relacion entre la cantidad indeterminada (caramelos en la primera bolsa) y la cantidad
determinada (caramelos totales de Luis), posibilitando plantear una expresién matematica
que permita determinar la cantidad de caramelos de Maria. La comprension de la frase
“tres veces mas” es clave para generar la expresion y resolver la actividad. Se identificaron
una representacion iconografica con manipulacién aritméticay siete representaciones alge-
braicas, de las cuales seis fueron manipuladas de forma algebraica.

Representacion iconogrdfica

Se represento la cantidad de caramelos mediante “dibujos” y se establecié que las 4 bolsas de
caramelos de Maria equivalen al total de los caramelos de Luis; el signo igual se us6 como ope-
rador para relacionar las cantidades determinadas e indeterminadas: “si 4 bolsas son iguales a
20 dulces, entonces 2 bolsas tienen 10, y 1 tiene 5 dulces”. Esto sugiere que encontrd la respuesta
al dividir repetidamente la cantidad entre 2, lo que evidencia una manipulacién aritmética.

Representacion algebraica

Cinco de las siete representaciones muestran una equivalencia entre los dulces de Maria
y Luis mediante expresiones algebraicas. Utilizaron el signo igual para relacionar ambas
estructuras y emplearon el despeje para manipular la expresion, se infirié una manipula-
cion algebraica de las cinco representaciones.

En la sexta representacion, se igualaron ambas expresiones algebraicas y se resolvid
mediante la descomposicion aditiva, asociando los valores de cada miembro con su co-
rrespondiente: B+ B+ B+ B=5+5+5 + 5. La asociaciéon muestra el uso del signo igual
como equivalencia. A diferencia de las cinco representaciones anteriores, en ésta, al final,
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se sustituye el valor obtenido de la literal en la expresion algebraica inicial; su manipula-
cién también fue algebraica.

La altima representaciéon muestra el siguiente argumento: “debido a que se desco-
noce la cantidad de caramelos que hay en la bolsa, lo representé como una fraccion”. Si
bien del argumento se infiere que hay una cantidad indeterminada, al usar fracciones, las
relaciones de la actividad se transforman. En concordancia, el signo igual se considera un
operador, por lo que su manipulacion es aritmética y no se da respuesta (Figura 7).

Explica tu representacion. _/".’.«LJ ) .. g f Lo A

| ) i
gl_nimed A

ta los dulces de Luis.
Luego se encontrd con Luis. Luis habia recibido en total 20 caramelos sabor uvo. Represen

Figura 7. Ejemplo de representacion algebraica con modificacion de
las relaciones a fracciones y abordaje aritmético

6.1.5 Actividad 5. Dos estudiantes tienen la misma cantidad de caramelos. Lucero tiene
una caja, dos tubos y siete caramelos sueltos. Susana tiene una caja, un tubo y 20
sueltos. Cada caja tiene la misma cantidad y cada tubo tiene la misma cantidad.
;Puedes averiguar cudntos dulces tiene cada tubo? ;Qué pasa con cada caja?

Plantea una situacion en la que se relacionan cantidades determinadas e indeterminadas en
estructuras equivalentes; la actividad exige conceptualizar, dentro de la misma situacion, incog-
nitas y variables. Se clasificaron 7 representaciones como iconograficas y una como algebraica.
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Representacion iconogrdfica

Cinco representaciones reconocieron las equivalencias entre los elementos en cada una
de las dos estructuras. Para hallar el valor de la incdgnita, cancelaron las equivalencias
en la estructura general; el signo igual se conceptualizé de forma relacional, por lo que se
infirié6 una manipulacién algebraica.

Las dos representaciones restantes fueron abordadas aritméticamente. En la prime-
ra, se asignaron valores arbitrarios a la variable y a la incdgnita, ajustdndolos mediante
prueba y error para garantizar la equivalencia numérica. En la segunda representacion se
muestran las cantidades determinadas sin operadores matematicos y se asigna una canti-
dad determinada a la variable (10), dejando un espacio para el valor buscado (incégnita).
Por comparacion, se determind el valor faltante (Figura 8). Ambas representaciones con-
ceptualizaron el signo igual como operador.

a cantidadycada fubé tiehe la misma canfidad. wm TaTaroTTer ;
i i 2

S= 10 a@3y 3

Figura 8. Ejemplo de representacion iconogrdfica con abordaje aritmético
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Representacion algebraica

La representacion categorizada como algebraica muestra una estructura que incluye la
variable, la incégnita y las cantidades determinadas de cada personaje, asi como su rela-
cién de equivalencia mediante el signo igual (C + 2T + 7 = C + 1T + 20). Aunque usa las
primeras letras de las cosas relacionadas con la variable y la incégnita (C y T para cajay
tubo), elimina los elementos en comun (1T + 7 = 20), lo que permite inferir la igualdad
como equivalencia. Se infirié una manipulacion algebraica.

6.1.6 Actividad 6. Arturo estd arreglando cuadros, ;jpuedes predecir cudntos
cuadros tendrd la figura 167 Representa o dibuja la figura 16.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

La actividad pretende identificar un patrén en una sucesion de niimeros pares represen-
tados mediante figuras rectangulares formadas por cuadrados. En este sentido, las canti-
dades determinadas se presentan en el orden de las figuras y en el total de cuadrados que
conforman cada una de ellas. El reconocimiento de la variaciéon entre ambos elementos
permitiria predecir el nimero de cuadros y la organizaciéon que habra en la figura 16,
siendo este dato la incognita por descubrir. Se obtuvieron cinco representaciones icono-
graficas, una en lenguaje natural, una aritmética y una algebraica.

Representacién iconogrdfica

En tres de las cinco representaciones se infiere el uso del concepto de area en tanto que
multiplican la base de las figuras (nimero de figura) por 2 (altura constante), identifi-
cando una variacién entre el numero de figura y las unidades de la base. Las otras dos
representaciones muestran que se aflade un rectangulo (figura 1) a la siguiente figura,
enfatizando la relacion de adicion de rectangulos e identificando la variacion segtn el
numero de figura y la cantidad de rectaingulos que la componen. La manipulacién de las
cinco representaciones se clasifico6 como aritmética.
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Representacion en lenguaje natural

Esta representacion muestra la regla general: “el niimero de cuadros es el doble del niimero
de la figura”, resaltando la generalidad. En tanto identifica la generalizacion, se asignd
como manipulacion algebraica.

Representacion aritmética

Muestra una relacion biunivoca entre el nimero de la figura y la cantidad de cuadros co-
rrespondientes. La relacion de variacion se centra en el aumento del nimero de cuadros
(ver Figura 9); la igualdad se emplea como relacion entre la figura y las unidades que la
componen. Se infiere una manipulacion algebraica en tanto se generaliza la relacién or-
den-total de cuadrados.

Figura 9. Representacion aritmética con abordaje algebraico

Representacion algebraica

Muestra la expresion algebraica 2x. Para responder a la actividad, se asigné el valor 16 a la
variable x y se calcul6 el resultado (2 x 16 = 32). A pesar de ser la inica representacion con
literales, se infiri6 una manipulacién aritmética, ya que inicamente se utiliza el valor de
la figura solicitado, dejando de lado la relacién estructural.
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6.1.7 Actividad 7. Estds comparando dos planes de teléfono que te han
ofrecido: Plan 1 paga $3.5 por minuto. Plan 2 paga $50 por mes mds $1.25
por minuto. Muestra cudnto cobra cada plan por diferentes cantidades
de minutos. ;Qué plan cobra mds?, ;qué plan cobra menos?

La actividad permite modelar y comparar los costos de cada plan, considerando el tiempo
que se utiliza. La comparacion exige identificar los costos por minuto de cada plan (can-
tidades determinadas), el tiempo de uso (cantidades variables) y la suposicion de usarlos
durante el mismo tiempo. A estas relaciones se les debe agregar el pago mensual (constan-
te) del plan 2. El analisis de las RE result6 en una representacion en lenguaje natural, dos
aritméticas y cinco algebraicas.

Representacion en lenguaje natural

Esta representacion muestra el costo total de los planes para cuatro valores arbitrarios
de minutos. Aunque en la representacion se observa el uso de numeros, estos se emplean
para ahorrar palabras. El costo de cada plan lo obtuvo al manipular aritméticamente las
cantidades, sumando, en el plan 2, la cantidad constante. Al operar las cantidades espe-
cificas asignadas a los minutos, obtiene el precio total, por lo que la igualdad se usa como

operador (Figura 10).

Figura 10. Representacién en lenguaje natural con manipulacién aritmética

Representacion aritmética
Ambas representaciones asignan cantidades determinadas de minutos y las relacionan

con los costos de cada plan. Para el plan 1 se multiplicé el tiempo asignado en minutos
por el costo de cada minuto. Para el plan 2, ademas de establecer la relacion descrita, se
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sumo el valor inicial (constante). Finalmente se comparan los costos totales obtenidos. La
igualdad se concibe como un operador, por lo que de ambas representaciones se infiere
una manipulacion aritmética.

Representacion algebraica

Las cinco representaciones muestran una tabulaciéon de los costos de cada plan, junto
con algunas cantidades determinadas. Se explicita una relacion entre dichas cantidades
y el uso de las variables “x” (minutos) y “y” (costo total), junto con la constante del plan
2, lo que da lugar a una expresion algebraica para cada plan. Las cinco representaciones
muestran el método de igualacion para encontrar el punto de interseccién en el que se
paga lo mismo. El signo igual, al manipular la expresion algebraica, se emple6 como
relacion de equivalencia. Se considerd que las cinco representaciones se manipulan alge-
braicamente.

7. Discusion

Esta seccion presenta el andlisis que relaciona los resultados con hallazgos reportados en
la literatura del area. Se inicia profundizando en los tipos de representaciones externas y
sus manipulaciones; después, se compara la concepcion del signo igual y los tipos de can-
tidades mostrados en las representaciones, y finaliza con los errores identificados.

71 Las representaciones externas y su manipulacion
El analisis de las representaciones elaboradas por los participantes arrojé cinco tipos de
representaciones externas: iconograficas, lenguaje natural, aritméticas, eje coordenado y

algebraicas. La Tabla 2 muestra el tipo de representacion elaborada en funcién de la acti-
vidad presentada y la manipulacién inferida de la representacion.
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Tabla 2. Frecuencia de representacion externa elaborada en funcion
de la actividad presentada y su manipulacién

Representacion Manipulacién
Iconografica Lenguaje Aritmética Eje Algebraica | Aritmético Algébrico Error
Natural coordenado

Al 4 4 2 6 1
A2 1 2 2 1 2 8 2
A3 2 2 4 6
A4 1 7 2 6 1
A5 7 1 2 6
A6 5 1 1 1 6 2
A7 1 2 5 3 5

Con excepcion de la representacion externa “eje coordenado”, las representaciones produ-
cidas concuerdan con las reportadas en la investigacion del area.

Investigaciones previas documentan que los estudiantes de niveles basicos elaboran
RE para comprender conceptos y relaciones matematicas complejas (Brizuela & Earnest,
2008). En el caso de la poblaciéon de estudio (adultos con formacién algebraica previa y
licenciatura), también recurrieron a RE para resolver las actividades. Sin embargo, el tipo
de manipulacion suele ser mas sofisticado debido a los propios conocimientos que po-
seen y emplean; por ejemplo, en las actividades 1y 6, algunos participantes recurrieron al
lenguaje natural para identificar reglas generales de las relaciones implicadas. Este hecho
sugiere que el tipo de representacion elaborado no restringe el razonamiento ni el uso de
conceptos matematicos; como sostiene Vygotsky (1999), la RE es una herramienta dinami-
ca de pensamiento.

Otro hallazgo reportado en la literatura del area es que las representaciones alge-
braicas tienden a surgir cuando las actividades no presentan cantidades determinadas,
sosteniendo que, a mayor sofisticacion de las relaciones implicadas en la actividad, mas
algebraica suele ser la representacion (Ayala-Altamirano & Molina, 2020; Merino et al.,
2013). Sin embargo, los resultados de esta investigacion difieren, pues se observo que la
complejidad no reside ni en las relaciones implicadas en la actividad ni en la representa-
cién misma, sino en la manera en que se comprenden y establecen dichas relaciones y en
los conocimientos que se evocan. En ese sentido, la complejidad de las relaciones impli-
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cadas queda subordinada a la comprension de la actividad. De esta forma, los resultados
mostraron que las representaciones iconograficas, en lenguaje natural y aritméticas, fue-
ron manipuladas; en la mayoria de los casos, de forma estructural, lo que evidencia un
razonamiento algebraico.

Los resultados se alinean con lo reportado en la literatura en el sentido de que las ac-
tividades mds complejas fueron representadas iconograficamente, con una mayor tenden-
cia a la identificacion estructural de las relaciones. Este dato sugiere que, en poblaciones
con formacién matematica educativa completa, independientemente del tipo de represen-
tacion, los estudiantes pueden organizar y explorar relaciones de manera compleja. Estos
hallazgos concuerdan con lo planteado por Duval (2017) y Medrano et al. (2022), quienes
sostienen que el valor de una representacion no depende de su forma externa, sino de su
capacidad para expresar y operar con relaciones matematicas con sentido. Al respecto,
Zhang y Norman (1994) sostienen que la representacion externa no impone necesaria-
mente una forma de razonamiento; por el contrario, es una herramienta adaptable a la
estructura de la tarea y el enfoque cognitivo del estudiante.

7.1.1 Tipos de cantidades, concepcion del signo igual y conceptos
matemdticos movilizados en las representaciones

En tareas de AG, los participantes conceptualizaron las cantidades indeterminadas como
valores fijos o etiquetas, mientras que en las actividades de PF fueron tratadas como incdg-
nitas o variables, lo que permitio la formulacion de ecuaciones generales de las relaciones
implicadas. Este hallazgo se suma a lo sefialado por Ayala-Altamirano y Molina (2020),
en el sentido de que la presencia de literales no necesariamente implica razonamiento
algebraico. Esto evidencia que el transito entre lo determinado y lo indeterminado, y en-
tre lo particular y lo general, es un proceso critico incluso en poblaciones con educacién
algebraica.

Como ha sido ampliamente reportado (Alibali et al., 2007; Kieran, 1981; Molina,
2011), se observa flexibilidad en el transito de las conceptualizaciones del signo igual. So-
bre la concepcion relacional, ademas de identificar la comprension como equivalencia en-
tre expresiones, también identificamos su comprension como relacién biunivoca, corres-
pondencias entre elementos de dos conjuntos y relaciones estructurales entre expresiones
de diferente forma y el mismo valor. Este abanico de concepciones relacionales del signo
igual refleja, por un lado, una comprension profunda y flexible del signo, resultado de la
formacion matematica; y por el otro, el potencial de las actividades del pa en relaciéon con
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comprension, conceptos y manipulacion, pues éstas no limitan ni dirigen al participante,
por el contrario, son sensibles a la diversidad de conocimientos.

Respecto a la visiéon operacional del signo igual, se observo que, en algunos casos,
funciond como punto de partida para identificar y analizar aspectos de las relaciones; los
resultados evidencian que la manipulacion con cantidades especificas puede servir de
base para abstraer las relaciones y llegar a su generalizacion. Este proceso resulta relevan-
te, pues sugiere que la vision operacional no necesariamente limita el pensamiento de los
participantes y podria funcionar como un puente entre el uso restringido y procedimen-
tal documentado y una comprensiéon mas relacional del signo.

Los participantes que interpretaron el signo igual como equivalencia lograron esta-
blecer correspondencias estructurales tanto en las actividades del eje AG como en las del eje
PF; estos hallazgos refuerzan lo reportado por Knuth et al. (2006) y Molina (2009) respecto
al vinculo entre el significado del signo igual y la abstraccion estructural de las relaciones.

Algunos participantes sustituyeron en la expresion algebraica que construyeron can-
tidades determinadas para comprobar la estructura. La sustitucion sugiere que incluso
estudiantes de posgrado recurren a elementos concretos para fortalecer su confianza en
el uso de su conocimiento algebraico. Este comportamiento puede ser resultado de la
educacion previa centrada en el enfoque operacional del signo igual, lo que evidencia la
dificultad para abandonar esquemas aritméticos (Filloy & Rojano, 1989).

7.1.2 Errores comunes al trabajar tareas de PA

Los participantes movilizaron conceptos como paridad, descomposicion numérica, fac-
tores primos, numeros negativos, decimales y fracciones. Con excepcién de los dos ulti-
mos, estos conocimientos sirvieron de base para un abordaje estructural adecuado de las
relaciones. Sin embargo, uno de los aspectos clave en la solucion de tareas matematicas es
la capacidad de activar los conocimientos previos pertinentes; cuando esta capacidad es
limitada, los estudiantes tienden a modificar las relaciones de la actividad con la finalidad
de adaptarla a sus esquemas de conocimiento generando consonancia cognitiva; esta mo-
dificacion conduce a errores como los presentados. Este comportamiento también ha sido
identificado en la literatura del area (Davydov, 1962; Schmittau, 2005).

En la primera actividad se confunden las comas que indican el valor posicional en
decimales, lo que impide la solucion. En la segunda, se transforman las relaciones de com-
paracion mediante igualacion, y en la cuarta, se alteran los nimeros enteros a fracciones.
Estos casos, ademas de evidenciar la persistencia de errores conceptuales en poblaciones
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con conocimiento algebraico previo, evidencian la importancia de promover el pa en toda
la educacion formal de los estudiantes, pues contar con educacion matematica avanza-
da parece no ser suficiente para comprender de manera amplia conceptos y relaciones
matematicas. Por el contrario, es necesario explicitar los vinculos que existen entre las
diferentes dreas matematicas y las diferentes nociones que pueden tener los conceptos
promoviendo la flexibilidad de pensamiento.

Conclusiones

El analisis permite concluir que las representaciones externas no dependen de su forma,
sino de su capacidad para expresar y operar con relaciones matematicas con sentido. Esto
refuerza su caracter mediador al actuar como una herramienta dindmica para la com-
prension de la actividad matematica.

Asimismo, la manipulacion de las diferentes representaciones sugiere que la valora-
cion de la produccion de representaciones externas no debe centrarse unicamente en su
nivel de formalizacién, sino también en la forma en que son manipuladas, ya que un tipo
de representacion no se relaciona directamente con un tipo especifico de manipulacion.

Sobre los cc, podemos concluir que no son estaticos; se conciben de manera diferente en
distintos momentos. El signo igual fue concebido como operador, como equivalencia entre
expresiones e incluso como un operador bidireccional; esto muestra el abanico de concepcio-
nes y el transito que coexiste en ellas. Las literales fueron tratadas como incégnitas, variables
y etiquetas, lo que refleja que, a pesar de la formacion de los participantes, los conocimientos
no son estaticos y su uso depende del contexto, de las relaciones identificadas y de como
éstas se articulan. Lo anterior aporta evidencia para sostener que el dominio del Pa no se
debe al grado escolar alcanzado; la formacion escolar avanzada dota de herramientas mas
sofisticadas, pero no garantiza una unica comprension de las actividades ni la comprension
conceptual. Un buen desarrollo del pa permitird activar conocimientos, interpretarlos segtiin
la situacion y contar con flexibilidad para transitar entre las significaciones.

Finalmente, este estudio amplia la comprension de como se movilizan y resignifi-
can los cc del pa en poblaciones con licenciatura. La evidencia empirica respalda que el
pensamiento algebraico no estd restringido al lenguaje simbdlico ni a etapas formales,
sino que puede emerger de diversas formas y contextos; comprender su desarrollo aporta
elementos clave para enriquecer, por un lado, el cimulo de evidencia que hay sobre el area
¥, por el otro, la formacién docente, anticipando formas de representacion, obstaculos y
dotando de conocimiento sobre los cc.
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